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SORU 1. (a) Ayrik uzayda verilen herhangi bir noktanin komsuluk tabanini ve komsuluk ailesini
bulunuz.

(b) Ayrik olmayan uzayda verilen herhangi bir noktanin komsuluk tabanini ve komsuluk

ailesini bulunuz.

CEVAP 1. (a) (X, P(X)) ayrik uzayinda X in her alt kiimesi agik oldugundan x-noktasinin komsuluklar
ailesi

Nx)={VcX:xeV}
dir. x-noktasinin yerel(komsuluklar) tabani
E(x) = {{x}}

ailesidir. Gergcekten VN € N(x) icin E c N olacak sekilde E -nin olusturdugu kumeler ailesi
E(x) olduguna gére N = {x} alinmasi halinde E c {x} olacak sekilde bir tek E = {x} kiimesi vardir.
O halde E(x) = {x} dir.

(b) Ayrik olmayan uzayda X in agik alt kiimeleri X ve @ olup x-noktasinin komsuluklar ailesi
N(x) = {X}
dir. x-noktasinin komsuluk tabani
E(x) = {X}

ailesidir. Gergekten VN € N(x) icin E ¢ N olacak sekilde E -nin olusturdugu kimeler ailesi
E (x) olduguna gore N = X alinmasi halinde E c X olacak sekilde bir tek E = X kiimesi vardir. O
halde E(x) = {X} dir.

SORU 2. X = {a, b, c,d, e} kiimesi Uzerindeki topoloji
T = {X, @,{a},{a,c,d},{a, b}, {a, b, e} {a,b,c, d}}

olsun. A = {a, d, e} kiimesinin i¢ noktalarini bulunuz ? A kiimesi uzayda yogun mudur,
gosteriniz ?

CEVAP 2. A kiimesinin icini bulursak A kiimesinin i¢ noktalarini bulmus oluruz. O halde
tanimdan;

A"=U{VCX:VCA,VET}=(Z)U{a}={a}



bulunur ve A kiimesinin i¢ noktasi a-dir. A kiimesinin uzayda yogun olmasi igin A = X
olmalidir. O halde X kiimesinin T topolojisine gore kapalilar ailesini bulalim:

kK ={0,X,{b,c,d, e}, {b e} {e} {c d}{cd e}}
A= ﬂ{K c X:AcK,K kapali} = X

olup 4, X de yogundur.

SORU 3. X ={a, b, c,d} bir kime, fl = {{a,b}, {b, c}, {d}} ailesi verilmis olsun. f1 ailesini alt taban
kabul eden X tizerindeki topolojiyi bulunuz.

CEVAP 3. fl nin elemanlarinin birlesimi X i verdiginden fI alt taban olabilir. O halde fI nin
elemanlarinin her sonlu kesisimlerinin olusturdugu £ ailesi;

{a,b}n{a, b} ={a,b}, {bc}n{b,c}=1{bc}, {d}n{d}={d},
{a,b}n{b,c} = {b}, {a,b}n{d}=90, {bc}n{d}=09,
{a,b}n{b,c}n{d} =0

olup ayrica f1 de kesisim islemi tanimli ve f1 nin elemanlarinin birlesimi X i verdiginden
ﬂAi = X,Al' € fl
i€p
olmasindan
B = {@J X' {a, b}! {bP C}' {b}' {d}}

olarak bulunur. £-nin elemanlarinin birlesimleri olarak yazilan kiimelerin olusturdugu t ailesi

t={X,0,{a b},{b,c},{b},{d},{a b d},{b,c,d},{b,d},{a b, c}}

dir. T ailesi (t1), (t2) ve (t3) ozelliklerini sagladigindan t topolojisi f1 ailesinin X Uzerinde Urettigi
topolojidir.

SORU 4. (X, 1) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kiimesinin kapanisi X uzayindaki degme noktalari
kiimesine esittir, gésteriniz?

CEVAP 4. x ¢ Aise, gosterelim ki x, A nin degme noktasi degildir. x € A = x € A€ dir. Ayrica A N
A¢ = @ ve A c A olmasindan A N A¢ = @ dir. A kapali, A€ acik ve x € A€ olmasindan A€ € N(x) dir.
A N A¢ = @ olmasindan x, A nin degme noktasi degildir. O halde

A > {x € X:x, Anin degme noktasi}. (1)

Tersine olarak x, A nin degme noktasi degil ise, gosterelim ki x & A dir. x, A nin degme
noktasi degil ise 3U € N(x) agtk komsulugu var U NA=0 dirr ANU=0=>AcUxelU



oldugundan x ¢ U°¢ dir. U¢, A y1 kapsayan kapali bir kiime oldugundan U° € k, dir. O halde x & A dr.
Boylece

{x € X:x, A nin degme noktasi} > A4 (2)
dir. O halde (1) ve (2) den
A = {x € X:x, A nin degme noktast}

dir.

SORU 5 : Birinci sayilabilir ve ikinci sayilabilir uzayr tanimlayiniz. ikinci sayilabilir her uzay birinci
sayilabilir uzaydir, gosteriniz.

CEVAP 5 : Birinci_sayilabilir uzay : (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger y(X,7) < N, ise (X, 1)
topolojik uzayina denir. Diger bir deyimle (X, ) topolojik uzayinin her noktasinin sayilabilir bir

komsuluk tabani varsa uzaya birinci sayilabilir uzay denir.

ikinci sayilabilir uzay : (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger w(X, 1) < N, ise (X, 7) uzayina denir. Diger
bir deyimle, (X, 7) topolojik uzay: sayilabilir bir tabana sahipse uzaya ikinci sayilabilir uzay denir.

(X, 7) uzay! ikinci sayilabilir bir uzay olsun. Bu durumda w(X, ) < N, dir. Yani 38 tabanivar3 |B] <
Ny dir. x € X noktasinin E (x) komsuluklar tabani, 8 nin bir alt ailesidir. O halde

E(x) c B = [E()| < |Bl < No = |E(x)| = No

dir. Boylece (X, 7) uzay birinci sayilabilir uzaydir.

SORU 6 : (X, T) bir topolojik uzay ve 8 c t olsun. 8 ailesi T topolojisi igin bir tabandir ancak ve ancak
her x € X icin E(x) = {E € B:x € E} ailesi x noktasi i¢in bir komsuluk tabanidir, gésteriniz?

CEVAP 6 : 3 ailesi T topolojisi i¢in bir taban olsun. Gosterelim ki; E(x), x-in komsuluk tabanidir.
Herhangi bir x € X icin N € N(x) ise, komsuluk tanimindan x € U c N olacak sekilde bir U € T
vardir. U acik kiimesi £ ya ait kiimelerin bir birlesimine esittir. O halde x € E c U olacak sekilde en az
bir E € B vardir. Bu da E € E(x) olmasi demektir. O halde E(x), x-in komsuluklar tabanidir.

Tersine olarak her x € X icin E(x)-in komsuluklar tabani oldugunu kabul edelim ve
gosterelim ki 8, T igin bir tabandir. U € 7 herhangi bir eleman olsun. Her x € U igin U € N(x) dir.
Komsuluklar tabani tanimindan x € V,, c U olacak sekilde V,, € E(x) var ve dolayisiyla V. € § dir. Her
x €Uiginx € V, c U oldugundan U = Uyey Vi,V € B dir. O halde T nun herhangi bir elemani 8 ya
ait elemanlarin birlesimi seklinde yazildigindan £, 7 igin bir tabandir.



